Anwendung der Logarithmen in der Geodasie
Ein kurzer Uberblick mit Beispielen

Rainer Heer

1. Einleitung und Grundlagen

1.1 Geschichte der Geodasie

Das Wort Geodasie stammt aus dem Griechischen und kann im weitesten Sinne mit
dem Begriff Erdteilung tUbersetzt werden. In diesem Verstandnis ist darunter der ge-
samte Bereich des Vermessungswesens zu verstehen.

Die Urspringe gehen weit bis vor Christi Geburt zurtick und bestanden in der dama-
ligen Notwendigkeit (z. B. Niliberschwemmungen im alten Agypten, ca. 1700 v.
Chr.), Landflachen neu zu erfassen bzw. aufzuteilen, Grund- und Eigentumsgrenzen
zu definieren und Landesgrenzen zu dokumentieren.

In diesem Zusammenhang war es auch zweifellos notwendig, zur Errichtung von
grolReren Gebauden (z. B. Pyramiden) ebenfalls Vermessungen durchzufihren.

Daruber hinaus ergab sich im Rahmen der Beschaftigung mit den Gestirnen das Inte-
resse zur Bestimmung der Erdfigur bzw. Erdgestalt. Als Beispiel sei hier die Bestim-
mung des Erdumfangs durch den griechischen Gelehrten Eratosthenes um ca. 250 v.
Chr. genannt, auf die an anderer Stelle noch naher eingegangen wird.

Nach diesen Beispielen zu den Anfangen kann nach der klassischen Definition von
Friedrich Robert Helmert (1843 — 1917), die Geodasie als die Wissenschaft von der
Ausmessung und Abbildung der Erdoberflache betrachtet werden.

Er teilte die Geodasie in folgende Bereiche ein:

e Hohere Geodasie,
auch physikalische, mathematische, astronomische und theoretische
Geodasie, wie z. B. Erdmessung, Landesvermessung und
Astronomie und

e Niedere Geodasie,
auch allgemeine, angewandte und praktische Geodasie, genannt.

Daraus ergeben sich die grundlegenden Aufgaben der Geodasie:

e Erdmessung
- Bestimmung und Darstellung der Erdfigur mit &uRerem Erdschwerefeld
- Schaffung gultiger Bezugssysteme fur Lage, Hohe und Schwere
- Bereitstellung geometrischer und physikalischer Erdmodellparameter
e Landesvermessung
- Erstellung eines Lage-, Hohen- und Schwerefestpunktfeldes auf Grundlage
der Erdmessung

- Herstellung und Laufendhaltung von Kartenwerken.



e Detailvermessung
- Verdichtung der Festpunktfelder zur Aufmessung lokaler Phdnomene
- Kataster- und Liegenschaftsvermessung
Gebaudevermessung
Vermessung der Eigentums- und Landnutzungsgrenzen
Bereitstellung von Liegenschaftskarten
- Topographische oder photogrammetrische Vermessungen
Erfassung des Gelandereliefs fur die kartographische Darstellung
- Ingenieurvermessung
Absteckung, Errichtung, Uberwachung von Bauwerken und Maschinen.

Damit lasst sich dann die endgultige Definition wie folgt angeben:

Als Vermessungskunde oder Geodasie bezeichnet man die Lehre von der Ausmes-
sung groRerer oder kleinerer Teile der Erdoberflache und ihre Darstellung in Ver-
zeichnissen, Karten und Planen [5].

1.2 Bezugsflachen

Da die Figur der Erde mit ihrer Oberflache so unregelmafiig ist, dass eine geschlos-
senen mathematische Beschreibung unmaoglich erscheint, muss eine geometrische
Grundform gefunden werden, die dagegen mathematisch beschreibbar ist und auf
die sich lokale Gegebenheiten beziehen lassen.

Eine Bezugsflache bzw. Referenzflache ist eine mathematisch, physikalisch oder
mittels vorhandener Festpunktfelder definierte Flache, auf die sich Lagekoordinaten,
Hohen oder Schwerepotentiale von Punkten beziehen [5].

Als Ersatzflache fur relativ kleine Messgebiete kann die Erde bzw. ein Teil der Erde
als eine Ebene angesehen werden. Seit der Feststellung, dass die Erde eine Kugel
ist, wird immer versucht, diese Figur naher zu beschreiben. Die Rotation der Erde
fuhrt an den Polen zu einer Abplattung, so dass sich die Erdgestalt durch ein Rotati-
onsellipsoid mit kleiner und grol3er Halbachse beschreiben l&ft.

Das Bezugsellipsoid (Referenzellipsoid) ist eine mathematisch-geometrische Ersatz-
flache fur die Erde, die durch die Rotation einer Ellipse um ihre Achse entsteht und
durch die Angabe der grof3en und kleinen Halbachse eindeutig definiert werden kann

[5]

Dabei unterscheidet man zum einen ein mittleres Erdellipsoid, bei dem die Rotation-
sachse mit der Erdachse identisch ist und die Erdfigur als Ganzes ersetzt und zum
anderen ein Rotationsellipsoid, bei dem die Ellipsoidparameter so gewahlt sind, dass
sie sich bestmaoglich einem gegebenen Gebiet anpassen.

Im Gegensatz zu dieser rein geometrisch festgelegten Erdfigur begrindet sich die
Geodasie auch auf physikalische Annahmen, die ein Abgehen von der idealen
Erdfigur erforderte. Wegen der ungleichmafligen Massenverteilung im Erdinnern
kann die Erdfigur auch durch eine Aquipotentialfliche des Erdschwerefeldes definiert
werden.



Die Schwerkraft ist die aus der Gravitation der Erde bzw. der tGbrigen Himmelskérper
sowie der Zentrifugalkraft der Erde resultierende Kraft [5].

Die weiteren Betrachtungen fuhrten dann zum Geoid als Niveauflache.
Das Geoid ist eine Niveauflache des von verschiedenen Einflissen (z. B. Erdgezei-
ten, Luftdruckschwankungen) befreiten Erdschwerefeldes in Hohe des mittleren Mee-

resniveaus [5].

Die Abbildung 1 zeigt die verschiedenen geodéatischen Bezugsflachen.
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Bedeutungen:
XY,z = Koordinatenachsen
Abb. 1: Geodatische Bezugsflachen

1.3 Geodatische Koordinatensysteme

Je nach Aufgabenstellung wird i.d.R. ein Messobjekt im allgemeinen durch einzelne
charakteristische Punkte idealisiert, die fur seine geometrische Beschreibung als be-
sonders geeignet erscheinen und damit als repréasentativ gelten kénnen. Diese Punk-
te miussen aber dann zusatzlich in ihrer relativen Lage zueinander festgelegt sein.
Dazu lassen sich ein-, zwei- oder dreidimensionale Koordinatensysteme definieren.

Ein Koordinatensystem ist ein aus Koordinatenachsen (bzw. - Richtungen) beste-
hendes geometrisches System, das eine eindeutige Zuordnung der einzelnen Punkte
erlaubt [5].

Dabei unterscheidet man Koordinatensysteme auf der Kugel oder dem Rotationsel-
lipsoid und Koordinatensystemen in der Ebene (Abbildungen 2, 3 und 4).



Bedeutungen:
P = Punkt
X, Y, Z = dreidimensionale kartesische Koordinaten

@, 1, h = dreidimensionale ellipsoidische Koordinaten (Breite, Léange, Hohe)

Abb. 2: Dreidimensionale geodatische Koordinatensysteme
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Bedeutungen:
P = Punkt

y, X = rechtwinklige Koordinaten
t = Richtungswinkel oder Azimut
[, I, 11, IV = Quadranten

Abb. 3: Einfaches, rechtwinkliges, ebenes Koordinatensystem
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Bedeutungen:
P = Punkt

H, R = Hochwert, Rechtswert
N, E = North, East

Abb. 4: Gaul3-Kruger und UTM-Koordinatensystem

Beim Durchfiihren von Vermessungsarbeiten missen die Koordinatensysteme in
Bezug zum Messobjekt eindeutig festgelegt sein. Dazu gehdren der Koordinatenur-
sprung, die Orientierung und der Massstab eines Koordinatensystems.

Den zugehdrigen Parametersatz bezeichnet man auch als Bezugssystem oder Refe-
renzsystem.

Als ein geodatisches Bezugssystem wird eine einheitliche objektbezogene Festle-
gung und Orientierung des Koordinatensystems flur Zwecke einer Objektvermessung
bezeichnet.

Dabei unterscheidet man lokale und globale Bezugssysteme. Im Rahmen von einfa-
chen geodatischen Aufnahmen entstehen héufig lokale Koordinatensysteme, die so-
wohl polar als auch rechtwinklig definiert sein kénnen.

Im Rahmen der technischen Mdglichkeiten des 19. und 20. Jahrhunderts wurde fir
die Festlegung des Bezugssystems fur Lagevermessungen i.d.R. die Zentralpunkt-
methode gewahlt, siehe Abbildung 5.1. Ausgehend von einem Zentralpunkt, dessen
astronomische Breite, LaAnge und Azimut mit hoher Genauigkeit durch astronomische
Verfahren bestimmt wurde, schuf die Landesvermessung ein das entsprechende




Gebiet Uberspannendes Netz von Lagefestpunkten, die dann den Bezugsrahmen
bildeten (z.B. Bezugssystem Rauenberqg).

Regionales Bezugssystem Lagefestpunkifeld

Bedeutungen:
A = astronomisches Azimut
¢, A = Breite, Lange

Abb. 5.1: Zentralpunktmethode

In der Praxis wurde das Lagefestpunktfeld nach Orientierung im Zentralpunkt nach
geographisch Nord (Meridian) und einer Massstabsfestlegung durch eine Basismes-
sung mit Basisvergré3erungsnetz in vier Verdichtungsstufen als trigonometrisches
Netz angelegt. Die Punkte 1. Ordnung hatten einen Punktabstand von etwa 30 km,
die Punkte der 2. Ordnung etwa 10 km. Die Punkte der 3. und 4. Ordnung bildeten
die letzte Verdichtungsstufe, so dass etwa auf 5 km? ein trigonometrischer Punkt
(TP) vorhanden sein sollte, siehe Abbildung 5.2.
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Abb. 5.2: Lagefestpunktfeld der Landesvermessung

Damit ist ein konventionelles regionales Lagebezugssystem definiert. Im Gegensatz
zu dieser rein geometrischen Festlegung der Lage beziehen sich die geodatischen
Hohenmessungen unter Berlcksichtigung physikalischer Annahmen auf das Geoid,
das in Hohe des mittleren Meeresniveaus einer Aquipotentialflache entspricht. Ein
uber l&angere Zeit gemittelter Pegelstand wird dann als Ausgangsh6he angenommen.
I.d.R. wird dieser Hohenwert zu Null definiert. Von diesem Punkt aus werden dann
die Hohennetze durch Nivellement geschaffen (z. B. Amsterdamer Pegel), siehe
hierzu Abbildung 6.



regionales Bezugssystem Héhenfestpunktfeld

Bedeutungen:
H = Meereshohe

Abb. 6: Vertikales Bezugssystem

Sowohl beim Lage- als auch beim Hohenfestpunktfeld wurde Uber entsprechende
Verdichtungsstufen nach dem Prinzip ,vom Grof3en ins Kleine" gearbeitet.

Abgelost wurde diese konventionelle Methode unter Nutzung satellitengeodéatischer
Messmethoden durch die Definition eines globalen, erdfesten Bezugssystems, wel-
ches geozentrisch gelagert und dreidimensional kartesisch ist, siehe Abbildung 7.

- Koordinatenursprung (Massenmittelpunkt der Erde)

- Z-Achse (mittlere Drehachse der Erde)

- XZ-Ebene (definiert durch die Z-Achse und einem ausgesuchten Punkt auf
der Erde, z. B. Sternwarte von Greenwich)

- Y-Achse( Drehung der X-Achse um 90 Grad gegen den Uhrzeigersinn).

Mit Hilfe von Geoidmodellen kann dann der Unterschied zwischen der Héhenrefe-
renzflache (Aquipotentialflache) und der ellipsoidischen Héhe angegeben werden.
Abschlie3end ist damit ein vollstandiges 3-D-Erdmodell definiert.



Bedeutungen:
X,Y, Z = Koordinatenachsen

Abb. 7: Globales Bezugssystem

Bedeutungen:

P = Punkt

h = ellipsoidische Hohe

N = Geoidundulation oder Geoidhdhe
G = Geoid

QG = Qasigeoid

Abb. 8: Ellipsoidische und Gebrauchshéhen

Damit sind die entscheidenden Grundlagen gelegt. Sie dienen dem Verstandnis zur
Erlauterung der Anwendung der Logarithmen in der Geodasie fur z. B. lokale und
regionale Berechnungen unter Berucksichtigung konventioneller Methoden des 19.
Jahrhunderts.




2. Logarithmische Berechnungen in der niederen Geodéasie

2.1 Koordinatenrechnungen und Azimutrechnungen

Bei der Anwendung von Logarithmen in der Geodasie ist anzumerken, dass diese in
erster Linie die Berechnung insbesondere von haufig wiederkehrenden Rechenauf-
gaben vereinfachen und beschleunigen sollten. Dabei geschieht dies in den meisten
Fallen durch die Vereinfachung von Multiplikations- bzw. Divisonsaufgaben durch
Addition bzw. Subtraktion in der logarithmischen Rechnung.

Im ersten Abschnitt der Grundlagen bzw. Geschichte der Geodasie wurde in Abb. 3
das einfache, rechtwinklige Koordinatensystem dargestellt. In diesem ist die Lage
eines Punktes durch seine rechtwinkligen Koordinaten bestimmt. Durch Hinzufiigen
der algebraischen Vorzeichen + und — ist die Lage im jeweiligen Quadranten (I, 11, 1lI,
IV) bzw. auch auf den Koordinatenachsen eindeutig.

Die Richtung eines vom Koordinatenursprung O ausgehenden Strahls zum Punkt P
(siehe Abb. 3) ist bestimmt durch den Winkel t. Er gibt die Drehung der +x-Achse von
+x Uber +y zum Strahl OP an. Dieser Winkel wird auch Richtungswinkel genannt.
Vielfach wird er auch als ebenes Azimut bezeichnet, wenn keine Verwechslung mit
dem Azimut der Erdmessung und Astronomie zu befirchten ist. Er liegt damit zwi-
schen den Grenzen 0° und 350° (Altgrad) bzw. 0gon und 400gon (Neugrad).

In der Landesvermessung ist es Ublich, dass das Koordinatensystem mit +x-Achse
nach Norden und mit der +y-Achse nach Osten ausgerichtet ist.

Die Abbildung 9 zeigt die im damaligen Deutschen Reich vorhandenen rechtwinkli-
gen Koordinatensysteme, die vielfach auch eine grol3ere Ausdehnung besaf3en. Un-
terschieden wird dabei in die 40 Koordinaten-Nullpunkte der preuf3ischen Kataster-
verwaltung, die in der Tabelle 1 aufgefihrt und mit den entsprechenden Nummern in
der Abbildung 9 zu finden sind.

Fur den Fall groRerer Ausdehnung darf die Erdkrimmung nicht vernachlassigt wer-
den. In kleineren Bereichen dieser Systeme war es allerdings unschadlich, diese als
ebene Koordinaten zu behandeln.



Nr. | Coordinatennullpunkt | Breite Lange Geltungsbereich
1. | Kucklingsberg 54°2736,803" 39°3718,354" Gumbinnen
2. | Paulinen 54°1721,157" 38°2359,356“ Konigsberg
3. | Markushof 54°03‘31,728" 37°0224,369" Kdnigsberg
4. | Thurmberg 54°1331,874" 35°4732,499" Danzig
5. | Kauernik 53°23’21,593" 37°15'53,180“ Danzig
6. | Thorn 53°00°42,535" 36°16°26,117" Marienwerder
7. | Heinrichsthal 53°42°46,411" 35°09°48,364" Marienwerder
8. | Gollenberg 54°1230,858" 33°53°46,444" Koslin, Marienwerder
9. | Gnesen 52°32°17,535 35°15°40,220 Bromberg
10. | Josephsberg 51°59°15,676" 33°52°01,598“ Frankfurt a. O., Bromberg, Posen
11. | Schroda 52°13'52,945" 34°56°40,635" Posen
12. | Pschow 50°0231,475* 36°03°45,998* Oppeln
13. | Rummelsberg 50°4212,682" 34°46'44,421" Breslau
14. | Groditzberg 51°10°41,496“ 33°25°40,576“ Liegnitz
15. | Kaltenborn 52°5544,5335" 32°19°43,6659" Frankfurt a. O.
16. | Bahn 53°06°06,645" 32°22°05,203" Stettin
17. | Greifswald 54°05°49,159" 31°02°43,705" Stralsund
18. | Miggelsberg 52°2507,134" 31°17°37,933" Berlin, Potsdam
19. | Gotzerberg 52°26°14,135" 30°23°43,787" Potsdam
20. | Torgau 51°34’ 30°40’ Merseburg
21. | Burkersroda 51°10’34,84” 29°18°25,85" Merseburg
22. | Inselsberg 50°51°‘07,69“ 28°0300,31" Kassel
23. | Magdeburg 52°08" 29°19° Potsdam, Liineburg
24. | Ostenfeld 54°28‘12,675" 26°5402,798" Schleswig
25. | Rathkriigen 53°49'06,217“ 27°4231,926" Schleswig
26. | Bungsberg 54°1239,983" 28°2334,911" Schleswig
27. | Celle 52°37°32,924” 27°44°44,733” Hannover
28. | Kaltenborn 51°47'46,545" 27°56°24,362" Hildesheim, Magdeburg
29. | Silberberg 53°43'52,787" 26°4317,781" Stade, Hannover
30. | Windberg 52°52’51,566" 25°11°39,376” Aurich, Osnabriick
3l. | Hermannsdenkmal 51°54°47,182" 26°30°16,647 Minden
32. | Munster 51°5756,016" 25°17'14,372" Munster
33. | Bochum 51°29°01,2540“ 24°53°16,0590 Minster
34. | Homert 51°1552 27 25°46°18,39* Arnsberg
35. | Kassel 51°19°06,509" 27°09°56,956" Kassel
36. | Schaumburg 50°2023,63" 25°3829.61" Wiesbhaden
37. | Fleckert 50°11°15,581" 00°30°26,474" Koblenz
38. | Kéln 50°5633,346" 00°08‘22,715" KélIn, Dusseldorf
39. | Langschofs 50°4002,667“ 00°4833,185“ Aachen
40. | Rissenthal 49°28°40,8762" 24°2531,1433" Trier

Tab. 1: Koordinatennullpunkte der preuf3ischen Katasterverwaltung
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Abb. 9: Koordinatensysteme im damaligen Deutschen Reich

Die Abbildung 10 zeigt eine in den Jahren 1883 und 1884 angelegte Triangulation in
Hannover, die im althannoverschen Gauly'schen Koordinatensystem mit dem Ur-
sprung in Goéttingen definiert ist. Diese wurde zu Schulzwecken unter Leitung von
Prof. Dr. W. Jordan, der auch Logarithmentafeln herausgegeben hatte, von Studie-

renden ausgemessen.
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Abb. 10: Triangulierung von Hannover 1883/84

Somit kénnen nun die Grundformeln der in der Vermessungspraxis taglich vorkom-
menden Koordinaten und Azimut-Rechnungen angegeben werden.



Zur Veranschaulichung sind in der Abbildung 11 zwei Punkte P und P* durch ihre Ko-
ordinaten y, x und y‘, X* gegeben.

Abb. 11: Koordinaten- und Azimutrechnung
Damit ergeben sich folgende Beziehungen und Definitionen

Strahl PP' hat das Azimutt < (PP")

Strahl P' P hat das Azimutt' < (P'P)

= t'=t+180° (Altgrad)

= t' =t+400gon (Neugrad). (1)

Aus der Abbildung 11 lassen sich nun zwei Gleichungen entnehmen

y'—y=a-sint = PP"'sin( PP")

X'—x=a-cost =PP"'cos(PP"), )
die nach Umkehrung der Strahlenrichtung auch folgende Form annehmen kénnen

y—y'=a-sint' =P'Psin(P'P)
X—X'=a-cost'=P"'Pcos(P'P). 3)



Damit kann die erste Aufgabe der Koordinatenbestimmung mit Hilfe der Entfernung a
und des Richtungswinkels t gelost werden. Die Beispiele sind aus der Abbildung 10
des Triangulationsnetzes von Hannover entnommen.

Aufgabe 1
Gegeben sind die Koordinaten des Punkte Technische Hochschule, Eiserne Platte E
sowie die Entfernung von a zur Waterloo-Saule und der Richtungswinkel bzw. das
Azimut t. Eine kleine Umformung von (3) liefert

y'=y+a-sint

X' =X+a-cost. (4)
die gesuchten Koordinaten des Punktes Waterloo-Saule.

Nach Angabe der gegebenen Werte

Y =-15266,91m
Xe =+95002,25m
a=1851,02m
t=160°46"46"

lasst sich folgendes Rechenschema konstruieren

log a 3.267 411 log a 3.267 411

log sint 9.517 467 log cos t 9.975 091n

logasint 2.784 878 log a cos t 3.242 502n

asin t= (y*-y*) +609,37 a cos t=(x*-x) -1747,84

y* Waterloo-Saule -14657,54m x* Waterloo-Saule +93254,41m

und damit die Losung finden.
Aufgabe 2

Als zweite Aufgabe soll nun das Azimut von P nach P* und die Entfernung a = (PP*)
berechnet werden. Aus der Abb. 11 lassen sich die Gleichungen

tant =¥~
X'~ X (5.1)
und
a=Y—Y odera=X=%
sint cost (5.2)

entnehmen, wobei in den Gleichungen von 5.2 die Nebenbedingung besteht, dass
die Entfernung a stets positiv aus diesen Gleichungen hervorgehen soll. Damit muss
sin t das Vorzeichen von y’-y und cos t das Vorzeichen von x‘-x haben.



Dazu dient folgende mechanische Regel

a liegt im Quadranten | I i v
Vorzeichen (y*-y) -Zahler- + + - -
Vorzeichen (x‘-x) —Nenner- + - - +

Aus Aufgabe 1 sind die Koordinaten der Punkte Technische Hochschule, Eiserne
Platte E und Waterloo-Saule gegeben. Gesucht ist jetzt das Azimut bzw. der Rich-
tungswinkel und die Entfernung von der Technischen Hochschule zur Waterloo-
Saule. Mit dem folgendem Rechenschema erhalt man fur das Azimut

Waterloo-Saule y‘=-14657,54m X‘=+93254,41m
Technische Hochschule, E y=-15266,81m x=+95002,25m
Differenzen y‘-y=+609,37m X‘-x=-1747,84m
log(y*-y) 2.784881
log(x‘-x) 3.242502n
log tant 9.542379n

unter Berilcksichtigung der Vorzeichen der Koordinatenunterschiede und des sich
daraus ergebenden Quadranten dann t endgultig. Dabei ist t als 90°+t* anzusehen,
wenn t* ein spitzer Winkel ist. Mit dem Wert 9.542379n erhalt man aus der Cot-Spalte
der Logarithmentafel fur t* =70°46°46* und damit

t=90°+t'=160°46"46"

Die Weiterrechnung mit den beiden Formeln nach (5.2) liefert

log(y*-y) 2.784881 log(x“-x) 3.242502n
log sint 9.517467 log cos t 9.975091n
log a 3.267414 log cos t 3.267411

a 1851,04m a 1851,02m

dann die gewinschte Entfernung, wobei augenscheinlich die Resultate nicht genau
ubereinstimmen. Jordan sieht das zweite Ergebnis als das scharfere an und emp-
fiehlt die Berechnung der Hypotenuse a aus der jeweils grol3eren Kathete unter Be-
ricksichtigung der Anordnung der Logarithmen der trigonometrischen Funktionen in
den entsprechenden Tafeln fur Winkel gro3er oder kleiner von 45°, wie die nachste-
henden Bedingungsgleichungen aufzeigen.

y'—y<x'—=x=cost oder y'—y > x'—x = sint

Prof. Dr. W. Jordan gibt an dieser Stelle seines Lehrbuches [4] in Bezug auf die Ver-
wendung von Logarithmentafeln die Empfehlung, dass zu Berechnungen in der Feld-
und Landmessung eine flunfstelige und eine sechsstellige logarithmisch-
trigonometrische Tafel ausreichend ist. Eine siebenstellige Tafel ist hier selten erfor-
derlich. Zusétzlich kann eine vierstellige Tafel fur kleine Nebenrechnungen sehr nitz-
lich sein. Wahrend es an funfstelligen Tafeln keinen Mangel gibt, empfiehlt er die ei-
ne bequeme sechsstellige Tafel fur alte Teilung, namlich die Logarithmisch-
trigonometrischen Tafeln mit sechs Decimalstellen von Bremiker, Berlin. Weiter flhrt
er aus, dass vor 10 bis 20 Jahren siebenstellige logarithmische Rechnungen allge-



mein Ublich waren, auch in Féllen, wo 6 und 5 Stellen ausreichten. Die Reaktion ge-
gen solche Ziffernverschwendung ist jetzt aber teilweise ins Gegenteil umgeschlagen
und es wird funfstellige Rechnung teilweise zu sehr gepflegt. Er gibt den Rat, in der
Rechnung eine Stelle mehr zu fuhren als der sachlichen Genauigkeit der einzelnen
Zahl entspricht und halt daher z. B. bei Triangulierungsaufgaben eine mindestens
sechsstellige Rechnung fur unabdingbar.

Fur diese haufig wiederkehrenden Berechnungen sind entsprechende Rechenformu-
lare sehr natzlich. Die Abbildung 12.1 zeigt ein von Prof. W. Jordan entwickeltes Re-
chenschema fur die Ermittlung von Azimut und Strecke, wie sie in den Aufgaben 1
und 2 behandelt wurde.

Berechnung der Azimute o und der Entfernungen s

i — , :
| aus den rechtwinkligen Coordinaten xy_x'v' zweier Punkte P P’

+x
(Handbuch der Vermessungskunde I, Seite 281 -282)
Azimut o=(PP'); Azimut a=(P'P); (&' =a + 180°); Entfernung s = PP'= P'P
PP o oD N Bcotis i s ey
tang o = Tag 3 LR (Spalte rechts zur grasseren Differenz)
i 24 aistim| 1 i i | Ouadranten,
mnu wenn die Vorzeichen sind % j o T
a= a, 90°+ e, | 180°+ a, [270°+ e, | , wo & ein spitzer Winkel.
£ + - - _
Gerade Falle: — Ungerade Felle: + ==
tang bleibt, Zuschlag von 0°  180° tang geht tiber in cotang, Zuschl. um 90° 270°
X Control-Rechnung - im Nenner gibt Neunzig Grad
(xX'-x)+ (v'-p) - im Zihler gibt Zweihundertsiebzig Grad
tang(43°+ )= ——————
(x-x)-(y"-y)
. s P log(y"-y)
Jensells y'= x'= i o [T S———
- ' Dek Erg. v, % .,
diesseits P . = 10g €08 Q| | e & ZUM GFOSSCTEN
i ’ logx'x) |
log tang a o
Differenzen y'-y= XX o e
[ O R

Abb. 12.1: Rechenformular zur Ermittlung von Strecke und Azimut

Die Abb. 12.2 zeigt ein Originalformular, welches bei einer Vermessungsibung im
Raum Hameln um 1903 eingesetzt wurde.



—t

| wers den rechtwenteligen Coordinatin ry r}"-cmur Llunkze PP’
=
2 )
,} 4

( Handbuch Lor Krm.w‘.r/(;;;;,{-/.« node T Serte 2r.242)

{zimut « = (PP s Azttt PPl ju = 2 07)  An Cernung S PP PP

aR

fqn?'a. N S ’
. N

&
2

o oy’ ~ g e e » 2
I= ‘é;;r{_ = L=X [ Spnll e rechts zer grisseren Diffarent)

Sty of
rY & el i'm y/a j}f( éqxda?rdndzn/

iy
(SEE

b+ N

venn Lie Forze: chen send|

|
B _
2wtal | we %, ein spifrar Winkel

x =

71 fx,

Rt
1

e
; eracte Fu'lle :‘ & l

'l @,

Hngera (e Fille: - =

-

)

'-.t“ Tany JQLE;fJ :MJ“'J"/t(f “on 0“ Mo® ‘ijwﬁc’i{no&ﬂ&ny} ‘v?x.ﬂdwn o’ 270°
Q ({;):S-Jf—l&cﬁkuh} ) -t Nennar 5{;??" Aennzia Crad

P ) *(y'-y)
larng/ 45 =
I = )
jimseier 2 Heiagtnde yue ¥4 Y96 31r% ~Sb500, 7% W2 647001 .
agire & (-’{alwdg‘—_ﬂ/‘iﬁ’y: e HE f_ﬂ.f//fér,_ e ;/:{_Z_?_é:f,{ ek éV"’ Z‘;:::“i b A f’ o042 . ).Zafm!ra".r:lrcn,
s Gyteta)| Ly ISR LE . .. )
Digrenzen yiywk 18 L uroam  R2EIR|  Ggtong« 0245883, < 18 A IS
Gro |26738%9. . 9 8702 ...

- em Ldiier 906t Lewaihunderlseebriy Grad,

Abb. 12.2: Originalformular zur Berechnung von Azimut und Strecke

In den Aufgaben 1 und 2 wurden die Grundformeln zur Koordinatenberechnung be-
handelt. In den folgenden Beispielen werden als Weiterfihrung die Grundaufgaben
der Triangulierungsrechnung dargestellt.

Aufgabe 3

Nach Abbildung 13 sind die beiden Punkte A und B durch ihre Koordinaten gegeben.
In dem sich durch den Punkt P ergebenden Dreieck ABP wurden die Winkel
a, B, y oder wenigstens a, f gemessen. Gesucht sind die Koordinaten y, x des Punk-
tes P. Sind in dem Dreieck ABP alle drei Winkel gemessen, so wird ihre Summe
a+f+ywegen der unvermeidlichen Messungsfehler nicht genau 180° ergeben. Der
sich ergebende Widerspruch wird gleich auf alle drei Winkel verteilt.



A

Abb. 13: Grundaufgabe der Triangulierung, Berechnungen im Dreieck

Die trigonometrische Berechnung beginnt mit der Ermittlung des Azimutes und der
Lange der Basis bzw. Seite AB = ¢ nach den in den Aufgaben 1 und 2 angegebenen
Formeln.

Azimut: tan( AB)=Yo—Ya
X, — X, ©)
Basis: AB=c= _yb;ya oder = Xp —Xa
sin( AB) cos( AB Ko

Mit Hilfe des Sinus-Satzes ergeben sich die beiden weiteren Seiten des Dreiecks zu

AP :b:_Lsin,B und BP=a:_Lsina.
siny siny 8)



Mit dem Azimut (AB) der Basis AB und den Winkeln « und g finden sich die Azimute
der beiden anderen Seiten zum Punkt P.

(AP)=(AB)-a
(BP)=(BA)+ f =(AB)+180°+ 3

Nach den Grundgleichungen in (4) ergeben sich dann die Koordinaten von P zwel-
fach.

von Aaus:y, =Yy, +APsin(AP) x, =X, + AP cos( AP)
von Baus:y, =y, +BPsin(BP) x, =x,+BPcos(BP)

Bevor die Berechnung durchgefihrt wird, hier die gegebenen Messgrél3en und Koor-
dinaten.

Messgroéf3en
Gemessene Winkel Ausgeglichene Winkel
() 40°27°23“ Punkt A a 40°27°19*
» 70°36°24* Punkt P y 70°36°20*
%) 68°5625* Punkt B B 68°5621*
180°00°12* 180°00°00*
Koordinaten
Punkt B Vb +5480,26m Xp -63843,22m
Punkt A Ya +3418,45m X, -64524,94m
Coordinaten-Differenzen Yo-Ya +2061,81m  Xp-Xa +681,72m
Dann ergibt sich das logarithmische Rechenschema.
Azimute (AB), (BA), (AP) und (BP) sowie Dreiecksseiten AP, BP
log(Yo-Yy) 3.314249
log sin(AB) 0.022529
oder  log cos(AB)
10g(Xp-Xa) 2.833606
(AB)= 71°42*14*  log tan(AB) 0.480643 (BA)= 251°42°14*
-a=  -40°27°19“ log AB 3.336778 +/= +68°5621"
(AP)= 31°14*55* log siny 9.974629 (BP)= 320°38°35*
log(AB:siny) 3.362149
log(AB:siny) 3.362149 log(AB:siny) 3.362149
log sing 9,969975 log sina 9.812147

log AP 3.332124 log BP 3.174296



Koordinaten des Punktes P

Von A:
log AP 3.332124 log AP 3.332124
log sin (AP) 9.714960 log cos (AP) 9.931928
log AP sin (AP) 3.047084 log AP cos (AP) 3.264052
Yp-Ya +1114,51m Xp-Xa +1836,76m
Ya +3418,45m Xa -64524,94m
Yo +4532,96m Xp -62688,18m
Von B:
log BP 3.174296 log BP 3.174296
log sin (BP) 9.802192n log cos (BP) 9.888298
log BP sin (BP) 2.976488n log BP cos (BP) 3.062594
Yp-Yb -947,30m Xp=Xp +1155,03m
Yb +5480,26m Xb -63843,22m
Yo +4532,96m Xp -62688,19m

Mit hinreichender Genauigkeit hat man dann als endgiltigen Wert fur die Koordina-
ten des Punktes P den Mittelwert aus beiden Bestimmungen.

Auch fur diese haufig auftretende Aufgabe hat Prof. W. Jordan ein Rechenformular
entwickelt, welches in Abbildung 14.1 dargestellt ist.



Vorwirts-Einschneiden
(Handbuch der Vermessungskunde I1. Bd. S. 205 u. 239.)

B yb Xp
A y{l xﬂ'
B i Xp-X,

[T ) S — ) ] — — log x,-x |
L7 R S ) O——— [T T TTE V. ] ) O — Y /T R /21 ;1 | N —

log tang(AB) 1086 loge
(221 o/ F— - (BP) e
AP) ot <(BP) . (BA) e

108C| e 108C | e
[ 770173 S— L S

logesing) o oo . logosemyl.. oo

180°00'00"

(T3 1T | OO ——— logsing | concn

logh oo (17 A

(7] —— [177-1/] I 1020 | e logaf .
log sin(AP) | 10g COS(AP) | log SIN(BP) oo lOg COS(BP) o

logAy, . logAXgeoooooo .

Abb. 14.1: Rechenformular zur Koordinatenbestimmung durch Vorwarts-
Einschneiden

Die Originalversion ist in der Abbildung 14.2 zu finden. Diese Berechnung wurde
ebenfalls im Rahmen einer Vermessungsibung im Bad Salzdetfurth im Jahre 1899
angestellt.
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Abb. 14.2: Originalformular zum Vorwarts-Einschneiden

Nach dem diese Grundaufgabe der Triangulierung behandelt wurde, ergibt sich in
einer Abwandlung nach Abbildung 15 eine auch oft vorkommende Situation.

Dabei sollen die Koordinaten von A und B zur Bestimmung der Koordinaten des
Punktes P herangezogen werden. Eine direkte Sichtverbindung von A nach B gibt es
nicht, so dass die Winkel a und g ebenfalls nicht direkt gemessen werden konnten.
Lediglich auf den Punkten A und B sind Richtungsmessungen zu den Punkten C, D
und E moglich, deren Koordinaten ebenfalls vorhanden sein mdgen. Daraus lassen
sich die entsprechenden Azimute (AC), (AD) und (BE) ableiten. Zusammen mit dem
Azimut (AB) und den durch Richtungsmessung abgeleiteten Azimuten (AP) und (BP)
lassen sich die dann die Winkel a, fund yim Dreieck ABP berechnen.

a=(AB)—-(AP)
£ =(BP)—(BA)
7 =(AP)-(BP)
Probe: o+ f+y =180°00'00"



Der weitere Rechenweg entspricht dann dem in Aufgabe 3 behandeltem Fall und
wird an dieser Stelle nicht ndher wiedergegeben.

P

Abb. 15: Vorwarts-Einschneiden durch zwei Strahlen (Abwandlung von Aufgabe 3)

Die nun zu behandelnde Aufgabe 4 hat den ebenen Rickwartsschnitt oder die
Pothenotsche Aufgabe zum Inhalt. Sie wird nach dem franzdsischem Geometer und
Mathematiker Laurent Pothenot (1650 — 1732) benannt, der Mitglied der Académie
royale des sciences war und als Professor am College de royale lehrte. Er arbeitete
mit Jean-Dominique Cassini (1625 — 1712) und Philippe de La Hire (1640 -1718) zu-
sammen.

Aufgabe 4

In der Abbildung 16 sind drei Punkte A, M und B durch die beiden Entfernungen
AM = a und BM = b sowie dem Winkel BMA = y festgelegt. Ein Punkt P wird gegen A,
M, B durch die Messung der beiden Winkel APM = @ und MPB = £ bestimmt.

Gesucht sind zum einen die Entfernungen AP=s,, MP=s und BP=s, und zum anderen
die Winkel ¢ und w.



Abb. 16: Pothenotsche Aufgabe oder ebener Rickwartsschnitt

Wie aus der Abbildung 16 leicht ersichtlich, besteht die geometrische Lésung aus
dem Schnitt zweier Kreise tber AM und MB mit den Peripheriewinkeln « und g. Ein
Versagen der Losung ist dann gegeben, wenn alle vier Punkte A, M, B und P auf ei-
nem Kreis, dem sog. gefahrlichen Kreis, liegen. An dieser Stelle soll aber auf weitere
eingehende Betrachtungen dazu verzichtet werden. Lediglich die allgemeine Lésung
dieses gangigen Verfahrens mit der logarithmischen Berechnung ist von alleinigem
Interesse.

Betrachtet man die beiden Dreiecke AMP und BMP, so sind in keinem von beiden
zwei bekannte Winkel vorhanden, so dass eine direkte Anwendung des Sinus-Satzes
nicht moglich ist. Nun lassen sich die beiden Winkel ¢ und y als Unbekannte definie-
ren und in folgenden Gleichungen ausdriicken.

a+ f+y+e+y =360° (Viereckssumme)
N p+y  360°—(a+p+y)
2 2 )

Eine zweifache Anwendung des Sinussatzes ergibt

a . b .
S=——sinpg =——siny

sina sin g
b
N S-Ingo _sing _
siny a

sina (10)



Aus diesen beiden Gleichungen sollen die Winkel ¢ und y bestimmt werden, dazu
ersetzt man den Quotienten durch den cot eines Hilfswinkels u

b

sing 1 _sing

a  tanu siny

sina (11)

Die Nutzung der Additionstheoreme ergibt weiter

sinp—siny 1-tanu
sinp+siny  1+tanu

singp—siny =2-sin? Y cos 7Y
2 2
sing+siny =2-cos¢;l// sin (D;W
1_tﬂ:cot(;ﬁ%o)
1+tanu
—tan?=Y —tan 2 Y cot( u +45°)
2 2 (12)
schlussendlich
pry oy
L T 4 —
2 2 7
P+y -y _
2 2 (13)

Die Berechnung von s erfolgt zur Probe und die beiden Entfernungen s, und s, wer-
den dann mit dem Sinus-Satz berechnet.

S, :_isin((p+a) unds, :_Lsin(w+ﬂ)
Sina sin g (14)

Damit ist die eigentliche pothenotische Rechnung abgeschlossen. Daran schlief3t
sich das logarithmische Rechenschema mit einem Zahlenbeispiel aus dem Triangu-
lationsnetz Hannover:



Gegeben sind die Messgrol3en:

y =174°13' 37"

o = 24°58' 47"
a= 841,561m p 12;022, 22
b = 1553,664m yra+p=

p+y =119°44"'38" = y+a+ pf+e+y =360°
(/”T'/’=59°52'19"

Logarithmische Berechnung

log a 2.925086 log b 3.191357
log sina 9.625618 log sin g 9.817374
log(a:sing) 3.299468 log(b:sinp) 3.373983
log(b:sinp) 3.373983
log tan u 9.925485
log cot(u+45°) 8.932366
log tan((g+w)/2) 0.236322
log tan((p—)/2) 9.168688
Ergebnis
= 40°0631*
u+45°= 85°06°31*
(pty)2= 59°44*38*
(p—w)[2= 08°2319*
o= 68°15°38*
W= 51°29°00*

Der Ubergang zur praktischen Losung geschieht mit Hilfe von Koordinaten, denn
normalerweise werden die Entfernungen AM=a und BM=b sowie der Winkel BMA=y
selten gemessen, hier liegen dann die Koordinaten der Punkte A(Ya,Xa), M(Ym,Xm) und
B(yn,Xp) vor. Lediglich auf dem Punkt P werden die Winkel APM=a und MPB=4 ge-
messen. Gesucht sind dann die Koordinaten des Punktes P(y,x).

Auch hier kommen wieder die allgemeinen Koordinaten- und Azimutformeln aus den
vorangegangenen Aufgaben zur Anwendung. Das folgende Rechenschema aus dem
Triangulationsnetz von Hannover gibt die L6sung wieder.



1)

Gemessene Richtungen Winkel
P A Agidius 136°53°05* o= 24°58°47*
Technische Hochschule M Waterloo 161°51°52* Y= 41°02°58*
B Wasserturm 202°5450* a+p= 66°01°45*
2)
y X y X
M Waterloo -14657,52m +93254,39m M Waterloo -14657,52m +93254,39m
A Agidius -13879,79m +93575,89m B Wasserturm  -16145,76m +92808,28m
Differenzen (M-A) -777,73m -321,50 Differenzen (M-B) ~ +1488,24m +446,11m
Ym-Ya Xm-Xa Ym-Yb Ym=Xp
Probe: (Ym-Ya)-(Ym-Yb)=Yb-Ya Und (Xm-Xa)-(Xm-Xp)=Xp-Xa
3)
(AM)= 247°32°26*
(BM)= 73°18°49*
y= 174°13°37*
a+p= 66°01°45*
ot = 240°1522*
o+ = 119°44°88*
ratf+ pry= 360°00°00“
4)
l0g (Ym-Ya) 2.890829n log (Ym-Yo) 3.172673
Erg. log sin (AM) 0.034257 Erg. log sin (BM) 0.018684
oder log cos (AM) oder log cos (BM)
109 (Xm-Xa) 2.507181n 109 (Xm-Xp) 2.649442
log tan (AM) 0.383648 log tan (BM) 0.523231
log a 2.925086 log b 3.191357
log sin « 0.625618 log sin S 9.817374
log (a:sin @) 3.299468 log (b:sin ) 3.373983
log (b:sin g 3.373983
log tan u 9.925485
log cot (x+45°) 8.932366
log tan(( g+ w)/2) 0.236322
log tan((p—y)/2) 9.168688
5)
= 40°06°31“
u+45°= 85°0631*
(prw)2= 59°5219*
(p—w)[2= 08°23*19*
o= 68°15°38* w= 51°29°00*
a= 24°58°47* £= 41°0258*
ptro= 93°14°25* W+ = 92°31°58*
Winkel-Probe (g+a)+(y+p)+)= 360°00°00*



6)

log(a:sing) 3.299468 log(a:sine) 3.299468
log sin (gp+a) 9.999305 log sing 9.967958
log sa 3.298773 log s 3.267426
log(b:sinp) 3.373983 log(b:sinp) 3.373983
log sin (y+/) 9.999575 log siny 9.893444
log sp 3.373558 log s 3.267427
7) (Proben)
(AM)= 247°32:26* (AP)=  315°48:04* (BP)= 21°49°49* (BM)=  73°18'49“
+p= +68°1538“ +o= +24°58°47% -p= -41°02'58* -y= -51°29‘00“
(AP)= 315°48°04“ (MP)= 340°46'51* (MP)= 340°46°51* (BP)  21°49'49*
8)
log sa 3.298773 log sa 3.298773
log sin (AP) 9.843327n log cos (AP) 9.855473
log Ay, 3.142100n log Ax, 3.154246
log sh 3.373558 log sp 3.373558
log sin (BP) 9.570378 log cos (BP) 9.967684
log Ay 2.943936 log Axy 3.341242
9)
A y,= -13879,79m Xa= +93575,89m
A= -1387,08m AXa= +1426,42m
P y= -15266,87m X= +95002,31m
B yw= -16145,76m Xp= +92808,28m
Ayp= +878,90m AXp= +2194.03m
P y= -15266,86m X= +95002,31m
Technische Hochschule -15266,86m 95002,31m

(Eisenplatte E)

Damit ist die pothenotische Aufgabe als eines der grundlegenden Berechnungsmég-
lichkeiten bei der Triangulierung gelost.

Auch dazu hat Prof. W. Jordan ein Rechenformular entwickelt, welches in der Abbil-

dung 17.1 dargestellt ist.



Riickwirts-Einschneiden

Handbuch der Vermessungskunde 4. Aufl. 2. Bd. S. 300.

Gemessene Richtungen Winkel

A a
P M B

B a+f

y x y X
M
A
Differenzen M-A Differenzen M-B

Yin Va Xm=Xa m Vb X =Xp

Probe: (v -Ya ) - Oin=Y6 ) =Vp = Vu

und (X=X ) - Gn -2 ) =2 Xy

10g(Vin~ya) (AM) = o s log(ym-yp)
log St (AM) (BM) = log 30 (BM)
log(xm-xq) = log(x,-xp)
log thg(AM) a+f = log tng(BM)
V1,747 | - atfty= log b
log sina QY = log sinp
log(a:sinea) - log(b:sin )
log(b:sin ) 2N
r— Ht45°= Winkelprobe
B.ep io+)= (p+a) + (y+p) +y = 360°
log cotng(pu+45) | .. — 1 _
; s(o-p)=
log mg;(qv+w)
= W =
1
pia= y+B =
logla:sina) log(a:sina) log(b:sin 8) Log(bzSin ) |
log sin(p+a) log sin @ log sin y log sinfy +p)
log s, log s, log s, log s,
Probe:
(AM) = (AP) = (BP) = (BM) =
+ Q= +a= = ,8 = -y=
(AP) = (MP) =eeee. . (MIP) = (BP) =
log s4 log s, log sy log s,
log sin (AP) log cos(AP) log sin(BP) log cos(BP)
log Ay, logAx, 108 AV b | . logAxy,
A: Ya = Xg = B: Yi = Xp =
Ay, = Ax, = Ayp = Axy =
P:y= x= P:y= e
P: }.‘ = x =S

Hannover, Technische Hochschule, 1896.

Abb. 17.1: Rechenformular zur pothenotischen Punktbestimmung
(Ruckwarts-Einschneiden)




Auch dazu gibt es ein Original-Berechnungsformular im Rahmen einer Schlussver-
messungsibung im Raum Bad Salzdetfurth aus dem Jahre 1899.
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Abb. 17.2: Originalformular zur Pothenotischen Punktbestimmung
(Ruckwarts-Einschneiden)



Die weitere Verdichtung im trigonometrischen Netz der Landesvermessung zur
Schaffung von Vermessungspunkten fir den Zweck der Detail- und Katastervermes-
sung wurde u. a. vielfach mit Polygonziigen erzielt. Dabei wurden die trigonometri-
schen Punkte durch Richtungs-, Winkel- und Streckenmessungen miteinander ver-
bunden, wie es in der Abbildung 18.1 ersichtlich ist.

Abb. 18.1: Polygonzug

Der dargestellte Polygonzug verbindet die Punkte (0) und (n) durch Winkel- und Stre-
ckenmessungen mit Richtungsmessungen zu den Fernzielen P und Q. Ziel der Ver-
messungsaufgabe ist es, die Koordinaten der Punkte (1) bis (4) zu bestimmen. Be-
kannt sind die Koordinaten der Punkte (0), (n), P und Q. Dabei kommen die bisher in
der Triangulierung bekannten Rechenformeln zur Anwendung. Auf eine ausfuhrliche
Darstellung aller Formeln wird an dieser Stelle bewusst verzichtet. Zur Veranschauli-
chung dient ein aus [4] entnommenes Beispiel (Abbildung18.2).



Brauerei
Capelle dD o

!
_}' x=+46000 m

xX=+45500 m

Abb. 18.2: Beispiel eines Polygonzuges

Dieses Beispiel entstammt einer Vermessung in der Gemarkung Grinwinkel bei
Karlsruhe. Der Polygonzug umfasst 7 Punkte, die es koordinatorisch zu bestimmen
gilt. Gegeben sind die Koordinaten der Punkte Hard, Neubruch, Capelle und Braue-

rei.

Das Rechenschema mit logarithmischer Berechnung zeigt die Abbildung 19, welches

ebenfalls in [4] dargestellt ist.




Coordinaten-Berechnung eines Polygon-Zuges.

§ . . Verbesserter | Verbesserter
E’ Prechangs- - g - Ordinaten- Abscissen- Ordlinaten- i ey
) FALLEHS by hi “hi ~hi H
i Punkt winkel 2 Btrecke s log sin e | log cos e unler:_ndued unterschied undtc;s:;lied ||13texmu].:l;ad Punkt
o N2 509 c0g & gin . :
z # log s sina ii"g st “ seosa Ordinate y Abscisse a
| | A U | I s I NPl (B Meter Meter
1,2 | 3 i 5 | 6, 7. | 8, 9. 10, 11, 12 I 18,
185° 44' 39 . ' - N
2 ok U — |
g Hard 16° & 14" 2,203 038 | 2.208 083 — 858,19 | -+ 4581821 Hard
g 21°53 10" | 159,60 9.571 433 | 9.967 514 +3 18
£ w1l = 1774 466 | 2170 547 | + 59,49 | + 148,10 | + 59,52 + 148,15
= (0 261° 52" 207 2,182 644 | 2.182 644 | — 7798.67 -+ 4546136 (1)
s | 108° 45" 47| 185,72 9,987 348 | 9.876 407, 4 i 48
i s 2.119 992 | 1 509 051, + 131,82 | |— 8220| -+ 181,86 — 32,24
s 2) 196° 47 10" | 1.822 405 | 1.892 495 " [ — 766181 | + 45420,12 ()
T | 120088 147|664 9.935 079 | 9.706 161, +3 i35
= 417 1.757 574 |1.5'28 656, + 57,22 | | |— 83,78 + 57,25 — 83,73
[} ! |
= (3) 180° 14' 0", 2,069 409 | 2.069 409 | — 760456 -+ 4539539 3)
g | 120047 31| 117,83 9.885 572 | 9.806 181, 8 g
E e 1.954 981 | 1.875 500,| 4+ 90,15 — 75,00 -+ 00,18 — 75,04
g ) age 5 0 2.404 543 | 2.404 543 i — 751488 | +45820,85 )
& 47°52 48" | 253,83 9.870 258 | 9.826 519 44 +5
= 11 2974 796 | 2.281 062 | + 188,28 | + 170,24 + 188,32 | 170,20
2 (5) 251° 17407 2.117 702 | 2.117 702 | —7826,06 -+ 45490,64 (5)
5 118° 54 45| 131,13 9.942 186 | 0.684 875, sy | i
E i 1 2,050 £88 | 1.802 075,| + 114,79 | — 6340 -+ 114,82 — 63,35
N (6) 74° 38 35" | 2,562 555 | 2.562 555 [ — 721124 | + 4542720 (6)
-3 | 13081 87| 865,22 9,369 085 | 9.987 783 +3 +5
3 +7 | = 1.931 590 | 2.550 838 | + 85,43 | + 855,00 + 8546 | -+ 355,14
2.3 (M 1787 50° 55" ) 2,951 893 | 2.351 893 —7125,78 | + 4578243 (7)
1 12022 49”| 22485 [0331203 0980782 | 4 I - _
3 + 18 | 1454,13 =[¢] | 1.683 116 | 2.341 675 [ + 48,21 + 219,62 + 48,24 + 210,67
-E. Neubrueh | 86° 5% 40| ST 000 | & 895,05 | —20k56| — 707054 | + 4600210 | Neubrach
2 Summe  [1358° 834" = + 775,65 -+ 688,89
E Soll  [...3 11 8 | 278°55 47" S + 685,49
| Soll 4+ 775,65 | Soll - 688,80
= Fehler — o3| oge1r 8 et el i GO [y
o - I Febler ' = — 0,26 | w, = — 0,40
= 0% qem
= s =17 | _ O'T?G =00 | 9‘-;0 = 0,05
-, | i
= | |
I Ve + w? = f=0,48,

Abb. 19: Logarithmische Berechnung eines Polygonzuges

Damit ist das Kapitel zur Anwendung der Logarithmen fir Azimut- und Koordinaten-
rechnungen im geodatischen Punktfeld eines rechtwinkligen Koordinatensystems im
wesentlichen in seinen haufigsten Aufgaben behandelt. Auf die Wiedergabe von Ab-
wandlungen fur bestimmte Berechnungsaufgaben wird an dieser Stelle verzichtet.

3. Logarithmische Berechnungen bei der Feldmessunqg

Im vorangegangenen Kapitel wurden aus Richtungs- und Streckenmessungen Koor-
dinaten in einem Koordinatensystem als zweidimensionale Betrachtung abgeleitet.
Zur Bestimmung der HOhendimension gibt es ausgewéhlte Messverfahren, die es
erlauben aus Messgréf3en diese Information herzuleiten. Dazu gehért u. a. das Ver-
fahren der trigonometrischen HOhenmessung, welches hier in seiner einfachen, d. h.
einseitigen Bestimmung bei mittlerer Refraktionsannahme mit dem Refraktionskoeffi-
zienten k=0,13 vorgestellt wird. Dieser beschreibt den Einfluss der Lichtstrahlbre-
chung auf das Messresultat. Die Abbildung 20 zeigt das Messprinzip.



Abb. 20: Einseitige trigonometrische Hohenubertragung
Aufgabe 5

Unter Berucksichtigung der Instrumentenhdhe i und der anvisierten Zielpunkthéhe z
ergibt sich nach Abbildung 20 die Grundformel fur die einseitige Hohenulbertragung

h=a-tana+ﬁa2+i—z
2r (15)

Mit folgenden Bedeutungen:

h = gesuchter Hohenunterschied [m9
a = Distanz Standpunkt-Zielpunkt

r = Erdradius

k= Refraktionskoeffizient ( = 0,13)

a = gemessener Hohenwinkel

Der Term

2r (16)
berucksichtigt den Einfluss von Erdkrimmung und Strahlbrechung.

Als Beispiel fur die Ableitung eines Hohenunterschiedes mit diesem Verfahren wird
die in [4] enthaltene Berechnung wiedergegeben.

y X
Standpunkt Karlsruhe, Polytechnikum, Pfeiler ~ +3508,36m +53046,50m i=0,27m
Zielpunkt  Durlacher Warte, Signalkugel -1892,36m +54452 14m z=2,11m

Differenzen +5400,72m -1405,64m



Ableitung der Distanz a (siehe auch Aufgabe 1 und 2)

log 5400,72 3.732452
log sin « 0.014238 loga= 3.746690 a= 5580,71m
log 1405,64 3.147874

log tan « 0.584578
Mit dem gemessenen Hohenwinkel
a =+1°26"'18"
ergibt sich das logarithmische Rechenschema

log a 3.746690
log tan 8.399828

log atan o 2146518 atan a= +140,13m

Der Einfluss von Erdkrimmung und Strahlbrechung kann aus den von Prof. W. Jor-
dan entwickelten Hilfstafeln [4] entnommen werden. Die Abbildung 21.1 zeigt aus-
zugsweise die Hilfstafel fur den Korrekturterm bei gegebener Strecke a und die Ab-
bildung 21.2 auszugsweise die Hilfstafel bei gegebenem log a.

[10] Anhang.

Trigonometrische Hohenmessung.

Horizontkorrektion : 2_?& a? , logr = 680489 , k =0,13

als Funktion der Entfernung a.

a 0 | 100 | 200 [ 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 |bif.

Bt m m | m n | m W i m 2o m | 1] -+

0 0,000! 0,001| 0,003 0,006 0,011} 0,017| 0,025 0,033 0,044 0,055 13
1000J 0,068 0,082/ 0,098 0,115 0,134] 0,153, 0,175 0,197 0,221 0,246 27
2000 0,273 0,30 | 0,33| 0,36 | 039 | 043 | 046 | 050 | 053 | 057 | 4
3000 0,61 | 0,66 | 0,70

'| 0,74 | 0,79 | 0,84 | 0,88 | 0,93 0,98 | 1,04 | 5
4000 1,09 | 1,15 | 1,20 | 1,26 | 1,32 | 1,38 | 144 | 1,51 | 1,57 | 1,64 g
[ i ( B « 2 ( 7
5000 1,70 1.?!7 | 1?84 | 1,01 ‘ 1,99 | 2,0¢ | 2;14 2,21 | 23 | 2,?;
6 000] 2,45 | 2,54 ‘ 262 271 | 279 | 288 | 297 | 3.06 | 3,15 | 325 |10

7000 3.34 | 3,44 | 358 | 363 | 2.73 | 383 | 594 | 4.04 | 415 | 425 |11

8000| 4,36 | 4,47 | 4,58 | 470 481 | 493 | 504 | 516 | 528 | 540 |12
9000| 552 | 565 | 577 590 6,02 | 615 | 628 | 641 | 6,55 | 6,68 |13
6,95

10000 6,82 | 6,95 | 7,00 7,23 | 7,37 | 7.52 | 7.66 | 7.80 | 7,95 | 810 |15

Abb. 21.1: Hilfstafel fur Korrekturterm bei gegebener Distanz



Anhang. [11]

Trigonometrische Hohenmessung.

Horizontkorrektion L ;_ k a? , logr = 6.80489 , k = 0,13

als Funktion von log a.

logal 0 | 1 | 2 | 3 |4 5 | 6 7 | 8 | 9 |
2.0 | 000 | 0,00 | 0,00 | 000 | 000 | 001 | 001 | 002 | 0,03 0,04

m | E " m m m " ! m I n m
2.9 | 004 | 0,05| 0,05 0,05 0,05 | 0,05 0,06 0,06 0,06 0,07 0
30 | 007! 007 007 008 008 009 | 009 | 009 010/ 0,10] 1
51 | o1 | 011 | 012 | 012 | 0,13 | 0,14 | 0,14 | 015 | 0,16| 0,16 1
32 | 017 | 018 | 019 | 020 | 021 | 022 | 023 | 024 | 025 026] 1
35 | 027 028 | 030 | 031 033 | 034 | 0.36 | 037 | 0.39] 041] 2
34 | 0143 | 045 | 047 | 049 | 052 | 054 | 057 | 059 | 0.62| 0.65] 3
35 | 068 | 071 | 075 | 078 | 0.82| 0.86 | 0,90 | 094 | 098] 1,03 5
36 | 108 | 113 | 118 | 124 | 180 | 136 | 142 | 149 | 1.56| 164] 7
37 | L71 | 170 | 188 | 197 | 2,06 | 216 | 2126 | 2,36 | 247 2,59 12
38 | 271 | 2584 | 298 | 312 | 3,26 | 342 | 358 | 3,75 | 3,92 411|19

Abb. 21.2: Hilfstafel fir Korrekturterm bei gegebenem Logarithmus der Distanz
Aus Tafel 1 (Abbildung 21.1) erhalt man den Wert 2,12m, wahrend aus der Tafel 2
(Abbildung 21.2) der Wert 2,13m zu entnehmen ist. Damit lasst sich der endgultige
Hohenunterschied berechnen.

h=140,13m+2,12m+0,27m-2,11m =140,41m

Auch dazu wurde von Prof. W. Jordan ein Rechenformular mit logarithmischem Re-
chenschema entwickelt, welches in der Abbildung 22.1 dargestellt ist.

Trigonometrische Hohenmessung

-k 5 .
h=a-tana + a +i-z
2r
I-k e . * .
Die Correction —~ fiir Erdkriimmung und Refraction ist gegeben

in Jordan Handbuch der Vermessungskunde I. Band, S, 545 u. 546

von i= P R— loga= o atenge
i-k
nach z= a= log tang &= oo b e ——
¥y X i-z = logatanga= __________| a nfnglt‘#lq_A‘" e ——
2r
T =
= o =

Abb. 22.1: Rechenformular zur trigonometrischen Hohenmessung



Das Originalformular ist in der Abbildung 22.2 zu finden.
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Abb. 22.2: Originalformular zur trigopnometrischen Hohenmessung

Die zugehorigen Messungen wurden im Rahmen einer studentischen Ubung im
Raum Bad Nenndorf im Jahre 1885 gewonnen.

Aufgabe 6

Es kommt recht haufig vor, dass das Aufstellen des Theodolits auf einem trigonomet-
rischen Punkt nicht zentrisch méglich ist, sondern auf einem Exzentrum vorgenom-
men werden muss. Die auf diesem Exzentrum gemessenen Richtungen sind dann
auf das Zentrum zu zentrieren. In den Abbildungen 23.1 und 23.2 sind die Méglich-
keiten einer Standpunktzentrierung je nach Grol3e des Zentrierungswinkels ¢ aufge-

fuhrt.



Abb. 23.1: Standpunktzentrierung mit ¢ < 180°

Abb. 23.2: Standpunktzentrierung mit & >180°

Nach Abb. 23.1 ist

g'=c+06
sindzgsing
S (17)

Nach Abb. 23.2 ist:

(360°— ") = (360°— £ )+ 5"
sins’ = Zsin(360°—¢)
S (18)

Unter der Annahme, dass e im Verhéltnis zu s sehr klein ist, wird



§:Epsmg
S

o' :—Ep-sing'
S (19)

und damit in beiden Féallen als Resultat

8'—8=Ep-8in6‘
S (20)

Als Beispiel sollen die Messungen von Prof. W. Jordan im Triangulierungsnetz von
Hannover auf dem Wasserturm Linden dienen. In der Mitte des Turmes befindet sich
eine Flaggenstange, welche von den umgebenden Punkten als Zielpunkt dient. Wird
dann vom Wasserturm gemessen, muss der Theodolit exzentrisch zur Flaggenstan-
ge aufgestellt werden (Abbildung 24).

Technische Hochschule, Signal

Christuskirche

Aegidius

Waterloo

>

Abb. 24: Beispiel zur exzentrischen Richtungsmessung (Wasserturm Linden)

Das logarithmische Rechenschema ist dann



C Py P, P3 Pa
Centrum Technische  Christuskirche Aegidius Waterloo
Hochschule
Signal
223°40°00“ 22°40’12,5* 35°36°21,2" 73°28°07,5* 75°30°13,7
223°40°00“ 223°40°00“ 223°40°00“ 223°40°00“
£ 159°00*12* 171°56°21* 209°48°07“ 211°5014“
S 2355m 2499m 2392m 1554m
log p =5.31443
log e =9.99123 5.30566 5.30566 5.30566 5.30566
log sin ¢ 9.55426 9.14682 9.69636n 9.72223n
cpl. log s 6.62801 6.60223 6.62124 6.80855
log & 1.48793 1.05471 1.62326n 1.83644n
o +30.8“ +11,3“ -42,0* -68,6
=-1"08,6*
centrierte 22°40°43,3* 35°36°32,5* 73°27°25,5* 75°29°05,1“
Richtungen

Mit diesen Beispielen soll das Vorkommen des logarithmischen Rechnens auf dem
Gebiet der niederen Geodasie exemplarisch abgeschlossen sein. Bevor nun einige
Beispiele der hoheren Geodéasie folgen, soll ein wenig der Bereich der barometri-
schen Hohenmessung beleuchtet werden.

4. Barometrische Hohenmessung

Aufgabe 7

Basis der barometrischen Hohenmessung ist die Ausnutzung der physikalischen Si-
tuation, dass mit zunehmender Hohe der Luftdruck abnimmt, somit an verschiedenen
Positionen in der Atmosphare unterschiedliche Luftdriicke gemessen werden kon-
nen. Damit lassen sich Uberschlagig Hohenunterschiede zwischen Messpunkten be-
stimmen. Unter Vernachlassigung der Wiedergabe der theoretischen Ableitungen
und Grundlagen wird hier als Schlussformel die barometrische Hohenformel nach [4]
angegeben.



h=K-log E(1+g-t)(1+0,377 i](uﬂ-cos z(p)(1+ﬁj
p (p) r
mit
K= 076 13,59593 L =18400 = barometrische Konstante

M 0,00129277 1,00021

0,76 m = Normalhdhe einer Quecksilbersaule

M =0,4342945 = logarithmischer Modul
13,59593 = Dichte des Quecksilbers

0,00129277 = Dichte der Luft unter Normaldruck
1,00021 = Reduktionsfaktor fiir Kohlensaure

h = zu messende Hohe

P =an der unteren Station gemessener Luftdruck

p = an der oberen Station gemessener Luftdruck

£ =0,003665 = Ausdehnungskoeffizient der Luft fiir 1°[C]
t = mittlere Lufttemperatur in [C°]

( p) = der mittlere Luftdruck = _PJZF P

0,377 =1-d = Dichte des Wasserdampfes

d =0,623

S =0,00265 = Schwerekoeffizient nach Helmert

@ = mittlere geographische Breite beider Stationen

H = mittlere HOhe beider Stationen

r =6370000m = Erdhalbmesser (21)

Zur Veranschaulichung wird ein Zahlenbeispiel, welches auch in [4] zu finden ist,
wiedergegeben. Es werden die meteorologischen Stationen Karlsruhe und
Hochenschwand betrachtet. Grundlage sind die 5-jahrigen Mittelwerte von 1871 bis
1875.

Quecksilber-
Barometerstand  Luftwarme Feuchtigkeit
Untere Station Karlsruhe 751,79mm +9,5°C +7,5mm
Obere Station Hochenschwand 676,13mm +5,9°C +6,3mm
Mittelwerte B=713,96mm t=+7,7°C e=6,9mm

Zur Anbringung der Schwerekorrektionen und —reduktionen sind Naherungswerte fur
die Meereshdhe und die geographische Breite von Interesse.



Karlsruhe Hi= 120m 0= 49°01°
Hdéchenschwand Ho= 1000m Q= 47°44¢

Mittel = 560m Q= 48°22°

Fur die entsprechenden Korrekturen hat Prof. W. Jordan in [4] eine entsprechende
Hilfstafel bereitgestellt. Fur dieses Beispiel gibt Abbildung 25.1 daraus einen Auszug
wieder.

Schwere-Reduktion des Quecksilber-Barometers.

B#5—B=—pgBcos2¢—2 B?]-[’ mit g = 0,00265 nach Helmenrt.
r = 6370 000

Barometerstand B== (und Ilohe I[* iiber dem Meer)

Breite

760 750w 740 ! 70m \720“**- 7107 | 7007 | 690 | 680w | 670mm | 660
(0%) |(115%)( 930 (345 )| (4604 (575m) )| (690+) | (805+) (920) (10:35m)|(1150)

I it | i | Wi l 10 HH | Wit 1 W | T E mm | L | LR
| I

-]

| :
45°0,00-—0,08/—0,05 — 0 08|— 0,10 — 0,13|— 0,15|— 0,17/— 0,20|— 0,22/ 0,24
46 |-+0,07 +0.04|+ 0, 02— 0,01|-— 0,04 0,06/ — 0,09 0,11 0,13|— 0,16|— 0,18
47 |40,14|+0,11|+0,08 - 0,06(+ 0,03 0,00/— 0,02|— 0,05— 0, 07 —0,09|— 0,12
48 [40,2140,18/ 0,15 + 0,12+ 0,10 + 0,07 + 0,04+ 0,02 om-_o 03/— 0,06
49 |40,28/4-0,25 40,22 + 0,19+ 0,16/+ 0,14/ + 0,11+ 0,08 3+ 0,00

Abb. 25.1: Hilfstafel zur Schwerereduktion

Somit wird
Karlsruhe 751,79 + 0,28 - 0,03 = 752,04 mm
Hochenschwand 676,13 +0,17 — 0,21 = 676,09 mm

und es konnen die Werte zur Einfihrung in die barometrische Hohenformel bereitge-
stellt werden.

P =752,04mm

p=676,09mm Mittelwert =714mm
e=6,9mm

t=7,7°C

@ =48°22"

H =560m

Das logarithmische Rechenschema ist dann mit Nutzung der logarithmischen Tafeln
in den Abbildungen 25.2, 25.3 und 25.4.



log 752,04 =  2.876241
log 676,09 =  2.830005

Differenz 0.046236
log 0.046236 8.66498
log K (K=18400) 4.26482
mit t=7,7°C (siehe Abb. 25.2) 0.01209
mit e=6,9 und B=714 (siehe Abb. 25.3) 0.00158
mit ¢=48,37° (siehe Abb. 25.4) 9.99987
mit H=560 (siehe Abb.25.4) 0.00008
log h 2.94342
h= 877,85m

Ist z. B. fUr die untere Station eine Hohe gegeben, so kann dann fiur die obere Station
die HOhe berechnet werden.

Karlsruhe (z. B. NN-HGhe) 123,00m
h 877,85m
Hochenschwand (NN-H6he) 1000,85m

Ausdehnung der Luft durch die Wirme.
log (1 4 0,003665 £).

Logarithmische Korrektion zur barometrischen Héhenmessung.

| ! | j Diff,
t 0 ‘ 1 2 | 3 A 5 1 6| 71| 8 9 | far
| ! f _l 0,1°
| | | | |
5° 0.00789/0.00205/0.0082010.00835/0.0085 1]0.00867/0.00832/0.008980.00913]0.00929| 16

6 00945 00960, 00976/ 00991 01007 01022 01038, 01053 01069 01085| 15
7 01100, 01116/ 01131 01147, 01162 01178 01193 01209 012‘24: 01240{ 15
8 01255 01270, 01286, 01301 01317| 01332 01348| 01363{ 01379 01394| 15
9 01409| 01425/ 01440, 01456/ 01471 0148ﬁl 015021 01517, 01532 01548[15

Abb. 25.2: Hilfstafel zur Temperaturkorrektion



Luftfeuchtigkeit.

log ( 1+ 0,377 ;)

Logarithmische Korrektion zur barometrischen Hohenmessung.

Dunstdruck e Diff.

Barom. T — W— NI S e f“
ur
B Jmm 4mm I Hmm Gmm ‘ mm Bmm Oymm 1Qmm 1 1mm 12mm A 4
S | | | l | | I | 1 | J=

680 ]0.00072/0.000960.00120/0.00144(0.001680.00192/0.00216/0.00240 0.00264;0,00288 24

690 | 00071| 00095 00118/ 00142 00166/ 00190{ 00213 00237 00260 00284 24
700 { 00070/ 00093 00116/ 00140| 00163/ 00186 00210 00233| 00257 00280 23
710 | 00069, 00092 00115/ 00138 00161 00184] 00207 00230, 00253 00276| 23

720 | 00068 0009]‘ 00113 00136 00159 00182 00204 00227 00249] 00272] 23

Abb. 25.3: Hilfstafel zur Feuchtigkeitskorrektion

Schwere-Reduktion.
log (1 4 g cos 2 p) mit g = 0,00265 nach Helmert.

2| g | da]| o | g [d]| » | U ¢
15° | 0.000996 | o | 45° | 0.000000 | ,o | 75° | 9.999002 | |
16 | 0.000975 | Zo | 46 | 9.999960 | 40 | 76 | 9.998983 | o
17 | 0000953 | 22 | 47 | 9999920 | 40 | 77 | 9.998964 | |7
18 | 0000930 | oo | 48 | 9999880 | ‘f | 78 | 9.998947 | |
19 | 0.000906 | 5 | 49 | 9.999840 | 40 | 79 | 9998931 | 1%
log (1+27_-- mit 7 = 6 370 000~
;H_ log ‘ d H | log [ d H [ log d
o[ 0.000000 [, | 500" 0000068 | |, |1000"| 0.000186 | ,,
100 | 0.000 014 |13 | 600 | 0000082 | g | 1100 | 0.000150 | 3
200 | 0.000027 | ¥ | 700 | 0000095 | 1y | 1200 | 0.000164 | 7a
300 | 0.000041 | 19 | 800 | 0000109 | iy | 1300 | 0.000177 | ¥
400 | 0.000055 =~ ;o | 900 | 0.000123 | ;5 | 1400 | 0.000191 | 1§
500 1 0000068 | '3 [ 1000 | 0.000136 | 1500 | 0.000 205

Abb. 25.4: Hilfstafel zur Schwere-Reduktion

Dieses Kapitel zeigt, wie hilfreich die Nutzung logarithmischer Berechnungen und
Tafeln fur die geodéatische Praxis sein konnte.



5. Logarithmische Anwendungen und Berechnungen in der héheren Geodéasie

Die Aufgabe der héheren Geodéasie besteht in der Bestimmung von Erdgestalt und
Schwerkraft. Wie bereits in der Einleitung ausgefihrt, wird hier die Erde in erster Na-
herung als Kugel, dann als Rotationsellipsoid (Spharoid) und anschliel3end als Geoid
betrachtet. Desweiteren ist es notwendig entsprechende Ellipsoidparameter und Be-
rechnungsalgorithmen fur die Zwecke der Landesvermessung bereitzustellen.

Die historische Entwicklung zur Beschreibung und der Kenntnis von der mathemati-
schen Erdoberflache sei an dieser Stelle in Form der einer Tabelle 2 mit wenigen

Stichworten zu den jeweiligen Arbeiten der Autoren kurz wiedergegeben.

Autor Zeitpunkt Arbeiten/Entdeckungen

Pythagoras 6. Jhd. v. Chr. Erste Annahme Uber kugelférmige Himmelskorper
Aristoteles 340 v. Chr. Schrift: Uber den Himmel, Erdumfang bestimmt
Dikaiarchos 309 v. Chr. Erdumfang neu bestimmt

Aristarch 270 v. Chr. Heliozentrisches Weltbild

Eratosthenes 220 v. Chr. Erste wissenschaftliche Messung des Erdumfangs
Copernicus 15./16. Jhd. Aufstellung des Planetensystems

Galilei 16./17. Jhd. Nachweis des heliozentrischen Weltbilds

Kepler 16./17. Jhd. Schaffung der Planetengesetze

Huygens 17. Jhd. Physikalische Pendel, Zentralbewegung, Schwerkraft
Newton 17./18. Jhd. Gravitationsgesetz, homogenes Ellipsoid

Snellius 1619 Einfuhrung der Triangulation fur Erdvermessungen
Picard/Azout 1669 Breitengradmessung

Cassini 17./18. Jhd. Langengradmessungen, Triangulation

Clairaut 1743 Berechnung der Abplattung durch Schwerkraft
Bradley 1748 Nutation

d‘Alembert 1749 Untersuchung der Prézession

Laplace 18./19. Jhd. Darstellung des Weltsystems, Nebularhypothese
Bessel 18./19. Jhd. Ableitung von Ellipsoidparametern (1841)

Tab. 2: Historie zur Entwicklung einer mathematischen Erdoberflache

Am Beispiel der von Friedrich Wilhelm Bessel (1784 - 1846) aus zahlreichen Mes-
sungen abgeleiteten Parameter fur ein Erdellipsoid soll die Bedeutung der Logarith-
men als Rechentechnik exemplarisch wiedergegeben werden. Die Auffihrung aller
auf einer Kugel oder einem Ellipsoid durchzufiihrenden Rechnungen wirde an dieser
Stelle den Rahmen deutlich sprengen. Es sei dabei auf die verwendete Literatur ver-
wiesen.

In der Abbildung 26.1 ist das Rotationsellipsoid mit seinen beiden Halbachsen a und
b dargestellt. Die groRe Halbachse a befindet sich in der Aquatorebene, die kleine
Halbachse b in der Rotationsachse.



Abb. 26.1: Das Rotationsellipsoid

In der Tabelle 3 sind einige Parameter von Rotationsellipsoiden der Erde chronolo-
gisch mit einigen Zusatzinformationen aufgefiihrt. Neben der historischen Entwick-
lung zur Bestimmung der Erdparameter wird auch deutlich, dass fur bestimmte Ge-
biete, diese Parameter fir die Landesvermessung angepasst wurden. Das interessie-
rende Bessel-Ellipsoid ist durch Fettschrift herausgehoben.



Ellipsoid Jahr Halbachse Halbachse Abplattung | Gebiet, Anmerkungen
Autor a in Meter b in Meter (1)

Normalsphére 6370997,000 | 6370997,000 Kugel

Maupertuis 1738 | 6397300,000 | 6363806,283 191,0000 Frankreich
Delambre 1810 | 6376985,000 | 6356323,871 308,6465 Frankreich

Plessis 1817 | 6376523,000 | 6355862,933 308,6400 Frankreich

Schmidt 1828 | 6376804,370 | 6355690,522 302,0200 | Schweiz

Everest 1830 | 6377309,613 | 6356108,570 300,8017 Pakistan

Everest 1830 | 6377309,613 | 6356109,571 300,8156 Pakistan

Airy 1830 | 6377563,396 | 6356256,909 299,3250 Grossbritannien
Everest 1830 | 6377299,365 | 6356098,359 300,8017

Everest 1830 | 6377276,345 | 6356075,413 300,8017 Indien

Everest 1830 | 6377298,556 | 6356097,550 300,8017 Malaysia

Bessel 1841 | 6377397,155 | 6356078,963 299,1528 Eurasien und Mitteleuropa
Bessel Namibia 1841 | 6377483,865 | 6356165,383 299,1528 Namibia

Airy mod. 1865 | 6377340,189 | 6356034,448 299,325 Irland

Clarke 1866 | 6378206,400 | 6356583,800 294,9787 Nordamerika

Clarke 1878 | 6378190,000 | 6356456,000 292,4660 Nordamerika

Clarke 1880 | 6378249,145 | 6356514,870 293,4650 Frankreich, Afrika
Helmert 1906 | 6378200,000 | 6356818,170 298,3000

Hough 1906 | 6378270,000 | 6356818,170 298,3000

Hayford 1910 | 6378388,000 | 6356911,946 297,0000 USA

Hayford 1924 | 6378388,000 | 6356912,000 297,0000 International, Europa
International 1924 | 6378388,000 | 6356911,946 297,0000

NAD27 1927 | 6378206,400 | 6356583,800 294,9787 Nordamerika
Krassovsky 1940 | 6378245,000 | 6356863,019 298,3000 Russland

Everest 1948 | 6377304,063 | 6356103,039 300,8017

Everest 1956 | 6377301,243 | 6356100,228 300,8017

Everest 1956 | 6377301,243 | 6356100,228 300,8017 Indien

Fisher mod. 1960 | 6378155,000 | 6356773,320 298,3000

WGS60 1960 | 6378165,000 | 6356783,287 298,3000 | Global

Hough 1960 | 6378270,000 | 6356794,343 297,0000

Everest mod. 1964 | 6377304,063 | 6356103,039 300,8017 | West Malaysia, Singapur
Australian Nat. 1966 | 6378160,000 | 6356774,719 298,2500 | Australien

WGS66 1966 | 6378145,000 | 6356759,769 298,2500 USA

Everest Def. 1967 | 6377298,556 | 6356097,550 300,8017 Ost Malaysia, Brunei
New International 1967 | 6378157,500 | 6356772,200 298,2496

GRS67 1967 | 6378160,000 | 6356774,516 298,2472 Global

Fisher 1968 | 6378150,000 | 6356768,337 298,3000

SAD69 1969 | 6378160,000 | 6356774,719 298,2500 | Sudamerika

Everest 1969 | 6377295,664 | 6356094,668 300,8017 Malaysia, Singapur
WGS72 1972 | 6378135,000 | 6356750,520 298,2600 USA

Indonesien 1974 | 6378160,000 | 6356774,504 298,2470

ATS77 1977 | 6378135,000 | 6356750,305 298,2570

GRS80 1980 | 6378137,000 | 6356752,314 298,2572 Global

WGS84 1984 | 6378137,000 | 6356752,314 298,2572 Global, GPS

SGS85 1985 | 6378136,000 | 6356751,302 298,2570

IERS 1989 | 6378136,000 | 6356751,302 298,2570 | Global

IERS 2003 | 6378136,600 | 6356751,900 298,2564 | Global

Tab. 3: Parameter von Rotationsellipsoiden (Auswahl)

Bevor die Parameter logarithmisch prasentiert werden, gilt es einige Zusammenhéan-
ge bzw. Relationen wiederzugeben.



Ausgehend von

a = grofRe Halbachse in der Aquatorebene
b = kleine Halbachse in der Rotationsachse

sind

f :aT—b die Abplattung

2 2
a‘-b
eZ

=——— die 1. numerische Exzentrizitat
a
2

2

e'? = b_zb die 2. numerische Exzentrizitat
a-b

n=—— die 1. HilfsgroRe
a+b

a’-b* . i
m= die 2. HilfsgroRe
a’+b? g

(22)
Zwischen diesen finf GroRR3en lassen sich durch Auflésung nach b und Gleichsetzen

verschiedene Relationen herstellen. Die sich dabei ergebenden Reihen konvergieren
wegen n, m, f und e? <1 fiir das Ellipsoid sehr schnell.



1-n

b=a(l-f)=a—-
1+n
b® =a’(1-e*)
e?=2f—f2
f=1-+1-¢ —i+i+i+£+
2 8 16 128
2n 2 3 4
f=——=2n-2n"+2n"-2n" +...
1+n
TG G
2—f 2 2 2 2
er =2 ~=4n-8n”*+12n°-16n" +...
(1+n)

n_l—\/l—ez_i e' b5e° 7e’

= —+
1+4/1-e> 4 8 64 128

2

5:1 ~=e’+e'+e®+e +...
—e

e’ e? et b €8
m= = —t—+—+—+

2—e 2 4 8 16
m:1 ~=2n-2n°+2n°—...

+n
moga ot

2 4 4 7

1-m (1-nY ;1
e b e

(23)

Bessel hat seine ermittelten Erdparameterwerte fiir die beiden Halbachsen in Toisen
angegeben, einem franzosischen Langenmall. 1 Toise entsprach exakt
1,9490363098246 m und wurde in Frankreich aufgrund der Meridianvermessungen
etwa 1735 eingefuhrt und 1766 am Grand Chatelet durch zwei Markierungen im
Stein sogar materiell realisiert. Zusatzlich gab Bessel den Logarithmus der beiden
Halbachsen an.

Parameter Werte Logarithmus
a= 3272077,14 6.5148235337
b= 3261139,33 6.5133693539
f= 1:299,1528

n=  0,001674184767 7.2238033861-10
Der Ubergang zum Metermal? wurde mit dem Verwandlungslogarithmus
0.28981992994

vorgenommen, so dass die beiden Halbachsen abschliel3end definiert sind.



Parameter Werte Logarithmus
a= 6377397,15500 6.8046434637
b= 6356078,96325 6.8031892839

Helmert [1] fuhrt dazu aus, dass die an dieser Stelle im Hinblick auf die wirkliche Ge-
nauigkeit sehr weit gehende Scharfe gewollt ist, denn die Ellipsoidparameter treten
hier als Fundamentalzahlen auf und sind allen weiteren Berechnungen zugrunde zu
legen. Die weiteren Grol3en ergeben sich dann nach [5] zu.

Parameter/Grofie Wert Logarithmus
e’ = 0,006674372096 7.8244104149-10

f= 0,003342773114 7.5241069005-10

m= 0,003348360149 7.5248321645-10

o= 0,006719218662 7.8273187745-10

n’=  0,00000280289463

n’=  0,00000000469256
*=  0,00000000000786
gt= 0,000044547243
b= 0,000000297325
b= 0,000000001984
el0= 0,000000000013
f2= 0,000011174132
= 0,000000037352
fi= 0,000000000125
m?= 0,000011211516
m°= 0,000000037540
m*= 0,000000000126
2(1-f)= 9.99709164046-10
1+m= 0.00145174521
1-m= 9.99854338566-10
1+n= 0.00072648124
1-n= 9.99927230147-10

Diese Zahlen wurden einerseits mit Anwendung des Thesaurus logarithmorum
completus von G. Vega (Leipzig 1794) berechnet, andererseits zur Kontrolle durch di-
rekte abgekirzte Multiplikation und Division und mit teilweiser Benutzung der Re-
chenmaschine von Thomas. Die in der Zusammenstellung aufgefiihrten letzten 11-
ziffrigen Logarithmen wurden direkt durch Reihenentwicklung gefunden. Diese Zah-
len bildeten die Grundlage fur alle weiteren Berechnungen auf dem Ellipsoid im
Rahmen der héheren Geodasie.

Dies fuhrt im nachsten Schritt zur Definition von Koordinaten auf dem Ellipsoid. Die
auf die Hauptachsen des Rotationsellipsoids bezogene Mittelpunktsgleichung

+
a® b’ (24)

wird zur Festlegung von Punkten auf der Ellipsoidoberflache geodatisch selten be-
nutzt. Statt dessen wird Parameterdarstellungen der Vorzug gegeben. Die altesten
und am haufigsten verwendeten Parameter sind die geographische Lange und die



geographische Breite (oft auch als A und ¢ bekannt), die beide als Winkel definiert
sind, wie in der Abbildung 26.2 dargestellt.

Abb. 26.2: Geographische Koordinaten auf dem Ellipsoid

Die geographische Breite eines Punktes P ist der Winkel B, den die in P errichtete
Flachennormale mit der Aquatorebene bildet. Die geographische Lange ist der Win-
kel L, den die Meridianebene des Punktes P mit der Ebene eines festgelegten An-
fangsmeridians (z. B. Greenwich) bildet. Sie kann aber auch auf einen dem Vermes-
sungsgebiet naher liegenden Haupt- oder Nullmeridian (L=0, L) bezogen werden.
Man rechnet dann mit einem geographischen Langenunterschied. Der im Punkt P
gebildete Winkel einer Oberflachenkurve mit dem Meridian wird auch als Azimut A
bezeichnet.



Damit ergeben sich aus der Figur in der Abbildung 26.2 folgende Bezeichnungen:

X,Y,Z = Hauptachsen des Rotationsellipsoids
N = Nordpol

OE = grofRe Halbachse a

ON = kleine Halbachse b

B=0: Aquator (B,)

L =0: Haupt- oder Nullmeridian (L, )

L, =const.: Meridian zu P,

B, = const.: Breitenkreis zu P,

L =L -1
B,,B, = geographische Breite der Punkte P, und P,
L, ,L, = geographische Lange der Punkte P, und P,

A= Azimutvon P,,P,

Nachdem die Orientierung auf dem Ellipsoid geklart ist, kbnnen vielfaltige Berech-
nungen durchgefiihrt werden. Zur weiteren Vereinfachung werden i.d.R. spharische
Hilfsflachen (z. B. Kugel) und spezielle logarithmische Tafeln von verschiedenen Au-
toren bereitgestellt, die bei den Bestimmungen der Koordinaten in der Meridianellipse
notig sind. Die Rechnungen wurden i. d. R. mit 7-ziffrigen Logarithmen oder Loga-
rithmen mit 10 Dezimalen durchgefihrt. Bremiker hat dazu in seiner Ausgabe von
Vegas 7-ziffrigen Logarithmen ausgefihrt, dass zwar die 10. dezimale der Logarith-
men der Zahlen im Thesaurus log. sicher, aber nicht die der trigopnometrischen Funkti-
onen, wo Fehler bis zu 4 Einheiten vorkommen kdnnen. Ferner hat Bremiker in sei-
nen Studien Uber héhere Geodasie spezielle Tafeln der Logarithmen fur bestimmte
Ausdricke mit 8 Dezimalen bei diesen Berechnungen entwickelt. Diesen Weg be-
schritten auch Albrecht und Borsch, um die Rechnung zu vereinfachen. Helmert flgte
seinem Buch [1] eine Logarithmentafel flr einen Rechenausdruck mit 10 Dezimalen
bei. Insgesamt geht die Nutzung je nach Rechenterm von 5 bis 10-stelligen Loga-
rithmen. Fur die trigonometrischen Funktionen im Zusammenhang mit einer Reihen-
entwicklung wird die Verwendung einer 10-stelligen Tafel empfohlen.

Fur die Berechnung von Dreiecken und Dreiecksnetzen auf der Kugel ist die Ver-
wendung logarithmischer Tafeln in der Entwicklungsgeschichte der Landesvermes-
sung nicht wegzudenken.
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